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ПРАКТИЧЕСКОЕ  ПРИМЕНЕНИЕ 

МЕТОДА  ЛИНЕЙНОГО  ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

 

Математические методы оптимизации относятся к классу 

условных экстремальных задач. Внешне эти методы отличаются 

от постановки обычных задач поиска экстремума функции лишь 

тем, что здесь экстремум отыскивается при некоторых ограни-

чениях, условиях. Такими ограничениями в этих задачах служат 

уравнения математической модели системы. Все методы опти-

мизации можно разделить на две группы: аналитические 

и численные. 

Для относительно небольшой части инженерных задач, к ко-

торым применимы аналитические решения, чаще всего с целью 

оптимизации применяют метод неопределенных множителей 

Лагранжа. Сущность метода заключается в использовании 

функции Лагранжа, позволяющей перевести задачу из класса 

условных экстремальных задач в класс безусловных (метод по-

иска экстремума функции). 

Большинство задач оптимизации сводятся к численным мето-

дам. К таким методам относятся задачи линейного и нелинейного 

программирования. 

К линейному программированию относятся задачи оптими-

зации, когда как ограничения, налагаемые на параметры, так и 

выражение для критерия оптимальности являются линейными 

функциями. 

В качестве ограничений можно использовать уравнения ма-

тематической модели объекта. 

Оптимальным значением параметра называеют такое его 

значение, при котором некоторая вспомогательная функция 

(критерий оптимальности) достигает экстремального значения. 

Итак, задачи оптимизации — это условные экстремальные 

задачи, в которых находят экстремум при некоторых ограниче-

ниях (условиях). 

 

Задача оптимизации считается задачей линейного програм-

мирования, если: 
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1) критерий оптимальности Р (целевая функция, показатель 

эффективности) есть линейная функция от параметров хj: 

1 1 2 2

1

... max,
n

j j n n

j

P a x a x a x a x


             (9) 

где aj  — заданные коэффициенты. 

2) ограничительные условия, налагаемые на параметры, 

имеют вид линейных равенств (или неравенств, которые можно 

привести к равенствам): 

1-е ограничение:    a11x1 + a12x2 + ... +  a1nxn = b1 

a21x1 + a22x2 + ... +  a2nxn = b2             (10) 

m-е  ограничение:    am1x1 + am2x2 + ... +  amnxn = bm. 

где n — число параметров, 

m - число ограничений. 

     Эти условия справедливы только в том случае, если 

хj  0.                                            (11) 

Уравнение (9) и система уравнений (10) вместе с условием 

(11) представляют стандартную форму, или основную задачу 

линейного программирования: 

Найти неотрицательные значения параметров хj (11), которые 

удовлетворяли бы ограничениям-равенствам (10) и обращали 

в максимум функцию (9). 

Задача линейного программирования имеет смысл и бес-

конечное множество решений только в том случае, когда число 

неизвестных (число параметров) больше числа ограничений: 

(n – m)  1 , 

т.е. в оптимизационных задачах число переменных всегда 

больше числа ограничений. 

 

 

 
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З А Д А Ч А  

У с л о в и е  

Критерий оптимальности задан в следующем виде: 

Р = x1 + x2  max. 

Ограничительные условия, налагаемые на параметры, заданы 

неравенствами: 

                            0,2 х1 + 0,1 х2    0,1 

                                                                                          (12) 

                            0,1 х1 + 0,2 х2    0,1. 

Найти, при каких оптимальных значениях параметров х1 и х2 

критерий оптимальности Р будет максимальным. 

Р е ш е н и е  

Переведем исходные неравенства в равенства. Для этого 

необходимо ввести дополнительные переменные х3 и х4. 

В результате получим систему уравнений 1*, 2* с числом 

уравнений (ограничений) m = 2  и числом неизвестных парамет-

ров n = 4, при условии, хj  0 : 

0,2 х1 + 0,1 х2  + х3  = 0,1        (1*) 

                                                                                        (13) 

0,1 х1 + 0,2 х2  + х4  = 0,1.      (2*) 

 

Эту задачу линейного программирования можно решать ана-

литическим или графическим способом. 

Г р а ф и ч е с к о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  

На фазовой плоскости переменных х1, х2 представим 

область допустимых решений (ОДР) основной задачи линейного 

программирования, ограниченную условиями (12), или, что то 

же самое, (13) — при х3 = х4 = 0,  хj  ≥ 0. 

 

Запишем систему уравнений (13) в более удобном виде: 

 

 

 
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2 х1 +  х2  +10 х3  = 1                   (1*) 

                                                                                                

х1 +2 х2 + 10 х4  = 1.                     (2*)  

Построим прямые, соответствующие этим уравнениям: 

1) Из (1*) имеем: х3 = 0;  2х1 + х2 = 1;   х2 = 1 – 2х1. 

Координаты точек для построения прямой: х2 = 0, х1 = 0,5 

и х1 = 0,  х2 = 1. 

2) Из (2*): х4 = 0;   х1 + 2х2 = 1;   х1 = 1 – 2х2. 

Координаты точек для построения прямой: х1 = 0,  х2 = 0,5 

и х2 = 0,  х1 = 1. 

Проведем прямые и обозначим вершины четырехугольника: 

А, B, C, D. 

 

Рис. 1. Графическое решение задачи 

3) Далее необходимо рассмотреть целевую функцию: 

1 2 max.P x x    

Имеем: х1 = Р – х2. 

4)В пределах ОДР проведем линию, отвечающую произволь-

но выбранному значению функции. Допустим, Р1 = 0,2. Эта ли-

ния называется изолинией, линией постоянства критерия опти-

мальности. 

Координаты точек: х2 = 0, х1 = 0,2; х1= 0, х2 = 0,2. 

5)Зададим Р2 = 0,4 и построим следующую изолинию. 

6)Зададим Р3 = 0,5 и построим третью изолинию. 

Очевидно, что целевая функция возрастает и, если передви-

гать изолинии дальше, мы увидим: одна из этих изолиний (Р4) 

пройдёт через вершину С В этой точке и будет максимальное 

значение целевой функции: х1 = 1/3 = 0,333, x2 = 1/3 = 0,333    

Рис. 1. Графическое решение задачи 

 
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Область ABCD, в которой находятся неотрицательные значе-

ния параметров, и будет областью допустимых решений (ОДР) 

(рис. 1). 

3) Далее необходимо рассмотреть целевую функцию 

1 2 max.P x x    

Выразим: х1 = Р – х2. 

4) В пределах ОДР проведем линию, соответствующую про-

извольно выбранному значению функции. Допустим, Р1 = 0,2. 

Эта линия называется изолинией, линией постоянства критерия 

оптимальности. 

Координаты точек: х2 = 0, х1 = 0,2; х1= 0, х2 = 0,2. 

5) Зададим Р2 = 0,4 и построим следующую изолинию. 

6) Зададим Р3 = 0,5 и построим третью изолинию. 

Очевидно, что целевая функция возрастает и если передви-

гать изолинии дальше, то одна из этих изолиний (Р4) пройдёт 

через вершину С В этой точке и будет максимальное значение 

целевой функции: х1 = 1/3 = 0,333, x2 = 1/3 = 0,333   при  Р = 2/3 

= 0,666. 

А н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  

Аналитическое решение задачи достигается перебором 

базисных решений. 

Пусть математическая модель содержит n независимых 

линейных уравнений, включающих m параметров (режимных 

и конструктивных): x1, x2, …, xm. В задачах оптимизации m  n, 

а разность k =m – n определяет число свободных (варьируемых) 

параметров. Если из числа m зафиксировать любые k парамет-

ров, принятых в качестве свободных, то систему уравнений 

можно разрешить однозначно. Решения, где свободные пере-

менные приравниваются нулю, а другие переменные из m пара-

метров принимают неотрицательные значения, называются 
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базисными решениями. Решение задачи линейного программи-

рования лежит в базисной области. 

Исходная система уравнений имеет ограниченное множество 

базисных решений. Например, в нашем случае при n= 4, m = 2 и 

k = 4 – 2 = 2 существуют следующие шесть базисных решений: 

х1=0, х2=0; х1=0, х3=0; х1=0, х4=0; х2=0, х3=0; х2=0, х4=0; х3=0, 

х4=0. 

Доказано, что оптимальное решение в задачах линейного 

программирования следует искать среди базисных решений. 

Поиск проводят перебором всех базисных решений для 

выбора из всех параметров х одного параметра — с экстремаль-

ным значением критерия оптимальности. 

Таблица 2 

Свободные переменные Базисные переменные 
ПЭ 

P = x1 + x2 

x1 = 0 x2 = 0 x3 = 1/10 x4 = 1/10 Р = 0 

x1 = 0 x3 = 0 x2 = 1 x4 = 1/10 Р = 1 

x1 = 0 x4 = 0 x2 = 1/2 x3 = 1/20 Р = 1/2 

x2 = 0 x3 = 0 x1 = 1/2 x4 = 1/20 F = 1/2 

x2 = 0 x4 = 0 x1 = 1 x3 = –1/10 Р = 1 

x3 = 0 x4 = 0 x1 = 1/3 x2 = 1/3 Р = 2/3 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ 

В 1 

Целевая функция   Р= 8х1 + 3х2  max 

Ограничительные условия 

х1 – х2   4 

5х1+ 4х2   80 

х1 + 2х2   32 

В 2 

Целевая функция   Р= 3х1 + 10х2  max 
Ограничительные условия 

х1 – 2х2   6  

10х1+ 7х2   70  

х1 + 2х2   16 

В 3 

Целевая функция   Р= 5х1 + 4х2  max 
Ограничительные условия 

х1 + 2х2   16  

10х1+ 7х2   70  

х1 – 2х2   4  
В 4 

Целевая функция   Р= 2х1 + 9х2  max 
Ограничительные условия 

2х1 – х2   8  

10х1+ 7х2   70  

х1 + 3х2   24 
В 5 

Целевая функция   Р= х1 + 9х2  max 
Ограничительные условия 

2х1 – х2   10  

5х1+ 4х2   80  

х1 + 2,3х2   32 
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В 6 

Целевая функция   Р= 7х1 + 3х2  max 
Ограничительные условия 

х1 – 2х2   4 

5х1+ 4х2   40 

10х1 + 5х2   65 
В 7 

Целевая функция   Р= 4х1 + 9х2  max 
Ограничительные условия 

х1 – 2х2   6 

10х1+ 9х2   90 

х1 + 2х2   16 
В 8 

Целевая функция   Р= 8х1 + 3х2  max 
Ограничительные условия 

х1 – 2х2  < 4 

10х1+ 7х2   70 

х1 + 2х2   10 
В 9 

Целевая функция   Р= х1 + 9х2  max 
Ограничительные условия 

10х1 + 2х2   70 

2х1 – х2   8 

х1 + 3х2   24 
 

В 10 

 

Целевая функция   Р= 10х1 + 3х2  max 
Ограничительные условия 

5х1 + 4х2   48 

2х1 – х2  < 10 

х1 + 3х2   30 
 



11 

 

В 11 

Целевая функция   Р= 3х1 + 7х2  max 
Ограничительные условии 

х1 – х2   4 

5х1+ 4х2   80 

х1 + 1,5х2   21 
В 12 

Целевая функция   Р= 10х1 + 4х2  max 
Ограничительные условия 

10х1 + 7х2   70 

х1 – 2х2   4 

х1 + 2х2   16 
В 13 

Целевая функция   Р= 4х1 + 9х2  max 
Ограничительные условия 

10х1 + 7х2   70 

х1 – 2х2   4 

х1 + 2х2   16 
В 14 

Целевая функция   Р= 4х1 + 8,5х2  max 
Ограничительные условия 

х1 + 4х2   14 

3х1+ 4х2   18 

6х1 + 2х2   27 
В 15 

Целевая функция   Р= х1 + 8х2  max 
Ограничительные условия 

2х1 – х2   10 

5х1+ 4х2   80 

х1 + 2х2   30 
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В 16 

Целевая функция   Р= 2х1 + 9х2  max 
Ограничительные условия 

х1 – х2   4 

5х1 + 4х2   60 

х1 + 1,5х2   21 
В 17 

Целевая функция   Р= 3х1 + 10х2  max 
Ограничительные условия 

2х1 – 2х2   6 

10х1+ 2х2   70 

х1 + 4х2   45 
В 18 

Целевая функция   Р= 5х1 + 4х2  max 
Ограничительные условия 

х1 – 2х2   4 

10х1+ 7х2   70 

х1 + 2х2   10 
В 19 

Целевая функция   Р= 5х1 + 4х2  max 
Ограничительные условия 

х1 +2х2   32 

10х1+ 4х2   80 

х1 – 23х2   4 
В 20 

Целевая функция   Р= 3х1 + 5х2  max 
Ограничительные условия 

х1 – х2   3 

х1+ х2   10 

3х1 +9х2  75 
 

 

 



13 

 

В 21 

Целевая функция   Р= 5х1 + 4х2  max 
Ограничительные условия 

х1 +2х2  28 

10х1+ 2х2  52 

3х1 – 2х2   4 
В 22 

Целевая функция   Р= 3х1 + 7х2  max 
Ограничительные условия 

х1 – х2   10 

5х1+ 4х2   90 

х1 + 2х2   40 
В 23 

Целевая функция   Р= 10х1 + 3х2  max 
Ограничительные условия 

4х1 + 3х2   30 

2х1 – х2   10 

х1 + 4х2   24 
В 24 

Целевая функция   Р= 5х1 + 7х2  max 
Ограничительные условия 

4х1 + 3х2   30 

2х1 – х2   8 

х1 + 4х2   24 
В 25 

Целевая функция   Р= 8х1 + 3х2  max 
Ограничительные условия 

6х1 – 3х2   4 

6х1 + х2   40 

х1 + 2х2   40 
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МАТРИЧНОЕ  ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СТРУКТУРЫ ХИМИКО-

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 

В математическом моделировании, при расчете необходимо 

уметь представить структуру химико-технологи-ческих систем в 

виде матрицы чисел. Рассмотрим, как это можно сделать, на 

примере системы «абсорбер—десорбер» и процесса извлечения 

компонента из газовой смеси. 

 

 
 

Рис. 2. Технологическая схема адсорбционно-десорбцион-

ного процесса: 

1 — абсорбер; 2 — десорбер; 3 — теплообменник; 4 — холо-

дильник. 

 q1 — газ на абсорбцию; q2 — очищенный газ; q3, q4 — 

насыщенный абсорбент; q5, q6, q7 — регенерированный абсор-

бент; q8, q9 — хладагент; q10 — пар; q11 — пар + газ. 
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С т р у к т у р н а я  с х е м а  

На основе технологической схемы построим структурную 

схему процесса. Аппараты в такой схеме изображают прямо-

угольниками, которые, по необходимости, располагают либо по 

горизонтали, либо по вертикали, либо, в случае сложной схемы, 

друг под другом. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Структурная схема процесса 

 
Т о п о л о г и ч е с к а я  с х е м а  

(топологический граф) 

В топологической схеме аппараты изображают жирной точ-

кой (вершиной), а потоки — линией или дугой. 

 

Рис. 4. Топологический граф процесса 

Далее можно составить материальный баланс, используя то-

пологический граф. 
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Составим матрицу инциденций, для чего сначала введем 

числовой код [Sij], где i — номер строки (аппараты); j —, номер 

столбца (потоки). 

 

–1, если дуга qj выходит из вершины i-го типа 

Sij =     +1, если дуга qj входит в вершину i-го типа  

0, если дуга qj не инцидентна вершине i-го типа*. 

*Не входит в вершину и не выходит из неё. 

М а т р и ц а  и н ц и д е н ц и й  

 i/j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

 1 +1 –1 –1 0 0 0 +1 0 0 0 0 

Sij = 2 0 0 0 +1 –1 0 0 0 0 +1 –1 

 3 0 0 +1 –1 +1 –1 0 0 0 0 0 

 4 0 0 0 0 0 +1 –1 +1 –1 0 0 

 

Составим материальный баланс с помощью матрицы 

инциденций и матрицы расхода. 

Введем обозначения: 

mj     — массовый расход j-го потока; 

xkj     — массовая концентрация k-го компонента в j-м по-

токе; 

mj*xkj  — массовый расход k -го компонента в j-м потоке, 

где k     — номер компонента. 

Построим матрицу покомпонентного состава потока (матри-

цу расхода). Пусть число компонентов в каждом потоке k = 3. 

 

М а т р и ц а  р а с х о д о в  
 

 i/j 1 2 3 … 8 9 

 1 m1x11 m2x12 m3x13 … m8x18 m9x19 

[MjXkj] = 2 m1x21 m2x22 m3x23 … m8x28 m9x29 

 3 m1x31 m2x32 m3x33 … m8x38 m9x39 

 





17 

 

Теперь у нас есть две матрицы:  инциденций и  расходов. Со-

ставим материальный баланс для первого аппарата и первого 

компонента, участвующего в потоке. Перемножим соответству-

ющие строки матриц, затем сложим элементы матрицы, прирав-

няем сумму нулю и таким образом получим материальный ба-

ланс. 

Для i = 1  и k =1, т.е. первого аппарата и первого компонента 

получим: 

[Sij]*[MjXkj] =[m1x11 – m2x12 – m3x13 + m7x17] = 0. 
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З А Д А Н И Е  

 

Построить структурную схему и топологический граф  для 

ХТС производства промышленного этилового спирта из этилена 

(схема задана). 

Составить матрицу инциденций и показать ее применение на 

примере составления материального баланса для аппарата a  =        

и компонента k =          . 

 

Рис. 5. Схема получения этилового спирта из этилена: 

1 — смеситель; 2 — трубчатый теплообменник; 3 —

трубчатая печь; 4 — реактор; 5 — сборный сепаратор;6 —

 холодильник;7 — абсорбер;8 — дополнительный сборник. 

q1 — этилен; q2 —вода;  q3 —циркулирующий поток; q4 ,  

q5 —  газовая смесь; q6 — парогазовая смесь; q7, q8 —

реакционная смесь; q9, q11 — газовая фаза; q10 — жидкая фаза; 

q12 —абсорбент; q13, q14 — водный спирт; q15, q16 —

охлаждающая вода. 
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ВАРИАНТЫ  ЗАДАНИЙ 

 

Номер  

варианта 

Номер 

аппарата 

Номер 

компонента 

1 1 1 

2 2 1 

3 3 2 

4 4 3 

5 5 1 

6 6 3 

7 7 2 

8 8 2 

9 1 2 

10 2 2 

11 3 1 

12 4 1 

13 5 3 

14 6 2 

15 7 1 

16 8 1 

17 1 3 

18 2 3 

19 3 3 

20 4 2 

21 5 2 

22 6 1 

23 7 2 

24 8 1 

25 2 3 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕТОДОМ «ЧЕРНОГО ЯЩИКА» 

 

Модель — представление объекта, системы или понятия 

(идеи) в некоторой форме, отличной от формы их реального 

существования. 

Моделирование — косвенный метод исследования не самого 

объекта, а его модели. 

Различают физическое и математическое моделирование. 

Физическое моделирование. Изменяется масштаб объекта, но 

сохраняется его природа. Характеризующие объект качествен-

ные и количественные связи устанавливаются в виде критери-

альных соотношений. Основой физического моделирования яв-

ляется теория подобия, рассмотренная ранее. 

Математическое моделирование. Для воспроизведения 

свойств исследуемого объекта, используют его математическое 

описание, устанавливающее связи между входными и выходны-

ми параметры объекта как системы. 

По способу построения математические модели делят на экс-

периментально-статистические, аналитические и смешанные. 

В основе экспериментально-статистических математических 

моделей лежит эксперимент. К этому виду относится и модели-

рование методом «чёрного ящика»
1
. 

Аналитические математические модели основаны на теоре-

тических положениях, законах естественных наук. Сюда отно-

сится моделирования методом «серого ящика». 

Смешанными считают, например, математические модели на 

основе -теоремы и метода анализа размерностей. 

 

 
 
1 Термин, употребляемый главным образом в системотехнике для обозначения 

систем, структура и внутренние процессы которых неизвестны или очень 

сложны; метод изучения таких систем основан на исследовании их реакций 

(изменений выходных сигналов) на известные (заданные) входные воздей-

ствия (сигналы). 
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Понятие «чёрный ящик» 

Математической моделью, полученной методом «чёрного 

ящика», называют совокупность математических выражений, 

связывающих входные и выходные параметры системы. Как 

правило, входные параметры, называемые факторами, задаются 

или известны, а выходные (отклик) определяются в результате 

эксперимента. 

Различают пассивный и активный эксперименты. При про-

ведении пассивного эксперимента значения факторов не зависят 

от экспериментатора и принимаются такими, какими они 

наблюдаются в опыте. 

Активный эксперимент отличается заданием значений фак-

торов согласно плану проведения эксперимента. 

Основные этапы построения математической модели 

методом «чёрного ящика» 

1. Изучение системы; выделение входных и выходных 

величин 

Рассмотрим систему, связанную с окружающей средой по-

средством входных (неуправляемых и управляемых) и выход-

ных параметров. 

Из множества связей системы с окружающей средой, исходя 

из того, что известно об объекте, выбирают входные параметры 

хi. При проведении эксперимента измеряют значения выходных 

параметров yi (или одного параметра — критерия, который ча-

сто называют целевой функцией Y), также выбранных, исходя 

из целей исследования. 

2. Задание структуры математической модели 

На втором этапе постулируется вид математической связи 

(оператор связи) между входными и выходными величинами 

с определением вида уравнения для описания зависимости. 

В общем случае уравнение имеет вид 

Y = f(хi, А),                                 (14) 
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где А — параметры математической модели,  

      i = 1, …, k. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.6. Система как «чёрный ящик» 

 

3. Нахождение параметров математической модели 

После нахождения коэффициентов уравнения проводят ста-

тистический (регрессионный) анализ результатов. 

Как правило, экспериментальные данные описывают уравне-

нием регрессии, например, полиномом вида 

y = a0 + a1x1 + a2х2+…. + aixi
2
.               (15) 

Линия, проходящая через средние значения выходной вели-

чины, называется регрессионной кривой или линией регрессии. 

 

 

 

 

 

Окружающая среда 

Окружающая среда 

СИСТЕМА 

Входы xi 

Выходы yi 
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Рис. 7. Построение линии регрессии 

 

При нахождении коэффициентов уравнения регрессии, как 

правило, применяют метод наименьших квадратов. Коэффици-

енты подбирают таким образом, чтобы отклонение значений 

выходных(экспериментальных) величин (уi) и величин (ŷ), рас-

считанных по уравнению регрессии, было минимальным. 

4. Проверка адекватности математической модели 

Адекватность — это соответствие данных, рассчитанных по 

математической модели, экспериментальным данным. 

Адекватность уравнения проверяют по статистическому 

критерию Фишера: 
2

ад

2

воспр

,F



                                    (16) 

где 2
ад — дисперсия адекватности, 2

воспр — дисперсия 

воспроизводимости. 

Дисперсия адекватности оценивает точность математической 

модели, а дисперсия воспроизводимости характеризует разброс 

выходных величин при одинаковых значениях входных, т. е. 

точность проведения эксперимента. 

Для определения 2
воспр обязательным условием является 

проведение параллельных опытов. Распределение Фишера ха-

у 

x 

* 
* 

* 

* 

* 
у = f(x) 

xi 

yi
э
 

yi ^ 
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рактеризуется двумя параметрами — числами степеней сво- 

боды: 

f1 = fад = n – l,  f2 = fвоспр = m – l, 

где n – число коэффициентов в уравнении регрессии, m – число 

параллельных опытов. 

Если F будет меньше табличного значения F1–p
 
(f1, f2) для 

выбранного уровня значимости р, т. е. вероятности попадания 

в критическую область (область маловероятных значений слу-

чайной величины) данного распределения для чисел степеней 

свободы f1 и f2, то уравнение адекватно эксперименту. 

Величина р показывает, какова вероятность того, что модель 

может быть отнесена к разряду неадекватных, а величина 1 – р 

представляет собой вероятность, с которой уравнение можно 

считать адекватным эксперименту. 

Если математическая модель неадекватна, то либо меняют её 

структуру, либо проводят дополнительные эксперименты (рас-

ширение базы экспериментальных данных). 

5. Проверка значимости параметров математической модели. 

Для проверки значимости параметров модели применяют 

критерий Стьюдента. При соответствующих степенях свободы 

с помощью таблицы определяют критическое значение пара-

метра и сопоставляют с известным значением. Параметр счита-

ется значимым, если его значение больше табличного или равно 

ему. Если один или несколько параметров незначимы, то их ис-

ключают из уравнения, и остальные параметры пересчитывают 

заново (переход к п. 3). Если все параметры значимы, то постро-

ение математической модели завершено. 

В дальнейшем проводят адаптацию модели, т.е. подстройку 

её параметров с целью повышения адекватности. 

Построение модели методом «чёрного ящика» применяют 

при анализе сложных систем, когда невозможно установить их 

внутренние связи. Понятие «чёрный ящик» помогает также при 

изучении поведения систем, т.е. их реакций на различные внеш-

ние воздействия, абстрагироваться от их внутреннего устрой-

ства. Многие системы, особенно большие, оказываются 
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настолько сложными, что, даже имея полную информацию о 

состоянии их элементов, практически невозможно связать её с 

поведением системы в целом. В подобных случаях представле-

ние такой сложной системы в виде некоторого «чёрного ящика», 

функционирующего аналогично, облегчает построение упро-

щенной модели. Анализируя поведение модели и сравнивая его 

с поведением системы, можно сделать ряд выводов о свойствах 

самой системы и при их совпадении со свойствами модели вы-

брать рабочую гипотезу о предполагаемом строении исследуе-

мой системы. 

Метод «чёрного ящика» также весьма полезен при замене 

одной системы другой, функционирующей аналогичным обра-

зом. Модель в виде «чёрного ящика» в ряде случаев оказывается 

единственно применимой при изучении некоторых систем. Это 

относится к таким исследованиям, в результате которых нужно 

получить данные о системе в обычной для неё обстановке. 

К моделированию методом «чёрного ящика» относится и 

экспериментально-статистический метод построения математи-

ческой модели. В основе данного метода лежит проведение 

большого числа экспериментов с последующей статистической 

обработкой их результатов. Достоинства метода: простота ма-

тематической модели и процесса е ё получения, точность, уни-

версальность метода построения. Недостатки: математическая 

модель применима только для той системы, на которой прово-

дился эксперимент, и ограниченная область варьирования пара-

метров. 

Экспериментально-статистические методы построения мате-

матических моделей подразделяют как по виду моделей (дина-

мические и статические), так и по способу сбора эксперимен-

тальных данных (на основе пассивного или активного экспери-

мента). 

В активном эксперименте одновременно варьируются все 

факторы, как правило, на двух уровнях (верхнем 
max

iz и нижнем 

min

iz ) относительно некоторого уровня 
0

iz , называемого основ-
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ным или нулевым. Интервал варьирования определяют по вы-

ражению 

2

minmax

ii
i

zz
z


  .                          (17) 

При переходе к безразмерной системе координат проводим 

следующее преобразование: 

i

ii

z

zz
X






0

.                                  (18) 

Обозначения уровней: 

+1 — основной, 0 — нулевой, –1 — нижний. 

Критические значения критериев Стьюдента и Фишера пред-

ставлены в приложениях 1, 2. 

З А Д А Н И Е  

Известно, что на эффективность обезвреживания нефте-

содержащих отходов влияют три основных фактора. Необходи-

мо определить коэффициенты уравнения регрессии и оценить 

степень влияния факторов на целевую функцию. Матрица пла-

нирования приведена в табл.3, а экспериментальные дан- 

ные — в табл.4. В каждом эксперименте проведено три парал-

лельных опыта. 

Таблица 3 

Матрица планирования 

Номер 

опыта 
Х0 Х1 Х2 Х3 Х1Х2 Х1Х3 Х2Х3 Х1Х2Х3 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

–1 

–1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

–1 

+1 

–1 

–1 

+1 

–1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

–1 

–1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

–1 

+1 

+1 

–1 
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Р Е Ш Е Н И Е  

1. Вычислим среднее значение параметра jy   

1

n

i

i
j

y

y
n




 

и дисперсию опыта 
2

jS  

2 21
( )

1
j ij jS y y

n
  


 , 

де n — число параллельных опытов. 

Для некоторого опыта под номером 1 в серии из 8 опытов 

получим 

 

 

 

 

 

 

Таблица 4 

Полученные результаты 

Номер 

опыта 
у1i у2i у3i iy  S

2
j ŷ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

∑ 

16,40 

4,30 

20,40 

12,50 

19,30 

7,40 

23,30 

15,30 

16,50 

4,40 

20,50 

12,60 

19,50 

7,60 

23,40 

15,50 

16,60 

4,60 

20,60 

12,70 

19,70 

7,70 

23,50 

15,70 

16,50 

4,43 

20,50 

12,60 

10,50 

7,56 

23,40 

15,50 

0,01 

0,023 

0,01 

0,01 

0,04 

0,023 

0,01 

0,04 

0,166 

16,50 

4,50 

20,45 

12,50 

19,49 

7,49 

23,44 

15,54 

 

 

1

16,4 16,5 16,6
16,5,

3
y

 
 

2 2 2

1

2

1
[(16,4 16,5) (16,5 16,5)

3 1

(16,6 1,5) ] 0,01.

S     


  
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2. Определим принадлежность рассчитанных дисперсий од-

ной генеральной совокупности, для чего найдем значение кри-

терия Кохрена G и сравним его с табличным, определенным для 

  =0,05, N =8, f = 2, где N – число опытов. 

2

max
табл

2

1

0,04
G 0,24; G 0,477 5.

0,166
m

i

i

S

S


   



 

3. Определим дисперсию воспроизводимости 

2 2

1 B

,
N

â i

i

f
S S

f

   

где f = (n – 1)=2,  fВ = N
 
(n – 1) = 16. 

4. Вычислим коэффициенты уравнения по следующей 

формуле: 

i i

i

X Y

b
N






. 

Например, 

1

1
(16,5 4,43 20,5 12,6 19,5

8

7,56 23,4 15,5) 4,97.

b      

   

 

Аналогично вычислим коэффициенты b0 (15,00), b2 (–3,00), 

b3 (–1,49), b12 (1,07), b13 (0,016), b23 (0,041), b123 (0,016
 
6) 

и определим их значимость по критерию Стьюдента (t). Коэф-

фициенты значимы, если выполняется условие: 

)1(

1




nN
Stb bi  ,  tтабл = 2,12, для fB = 16. 

После исключения из уравнения незначимых коэффициентов 

получим следующее уравнение  
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Y = 15,00 + 4,97
 X1 – 3,00

 X2 – 1,49
 X3 + 1.07

 X12. 

Положительный (отрицательный) знак коэффициента означа-

ет, что при возрастании данного параметра увеличивается 

(уменьшается) и целевая функция. 

 

Рассчитываем значения  ŷ и вносим их в табл.4. 

 

Определяем дисперсию адекватности 

2

2

( )
0,183

0,061,
8 5



  
 

 i

àäåêâ

y y

S
N L

 

где L — число значимых коэффициентов в уравнении регрес-

сии. 

Находим значение критерия Фишера 

адекв

2

в

0,061
2,93

0,0208

S
F

S
    

и сравниваем его с табличным (приложение 1), определенным 

при f2
* = 16 и числе степеней свободы, равном 3.  

Если F   Fтабл (как в данном примере), то уравнение адек-

ватно описывает эксперимент. 

Следует отметить, что все вычисленные коэффициенты урав-

нения были определены при условии первоначального их выра-

жения в кодированной (безразмерной) форме и для того, чтобы 

получить с помощью уравнения значения целевой функции в 

натуральных единицах измерения, необходимо использовать 

натуральный масштаб. 
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ВАРИАНТЫ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ К ЗАДАНИЯМ 

 Значе- 

ния 

Y1, 2, 3 

Номер опыта 

1 2 3 4 5 6 7 8 

I 

Y1 18,2 14,6 17,4 4,3 7,8 3,2 11,5 2,8 

Y2 18,4 14,0 17,2 4,2 7,9 3,0 11,4 2,9 

Y3 18,1 13,1 17,0 4,1 8,5 3,8 11,2 2,8 

II 

Y1 14,2 12,7 15,3 11,5 2,2 17,4 14,7 3,6 

Y2 14,6 12,1 15,8 11,4 2,3 17,2 15,2 3,5 

Y3 14,0 11,8 15,9 11,2 2,5 17,0 14,8 3,9 

III 

Y1 13,1 15,4 14,5 14,7 1,8 15,3 12,3 18,0 

Y2 12,7 16,5 15,9 15,2 1,9 15,8 12,4 17,4 

Y3 12,2 16,5 15,2 16,0 1,7 15,9 12,8 17,2 

IV 

Y1 9,6 17,2 14,6 12,3 3,6 14,5 12,8 15,2 

Y2 9,4 17,5 14,0 12,4 3,5 15,9 12,9 15,3 

Y3 9,0 17,8 13,1 12,8 3,0 15,2 12,0 15,8 

V 

Y1 17,4 12,3 12,7 12,8 2,5 14,6 11,4 15,9 

Y2 17,2 12,1 12,1 12,9 2,2 14,0 11,5 14,5 

Y3 17,0 12,0 11,8 12 2,0 13,1 11,9 15,9 

VI 

Y1 15,3 11,5 15,4 11,4 4,2 12,7 8,5 15,2 

Y2 15,8 11,4 16,5 11,5 4,5 12,1 8,6 14,6 

Y3 15,9 11,2 16,5 11,9 4,8 11,8 \8,0 14,0 

VII 

Y1 14,5 14,7 17,2 2,3 5,6 15,4 7,4 13,1 

Y2 15,9 15,2 17,5 2,5 5,8 16,5 7,1 12,7 

Y3 15,2 16,0 17,8 3,2 5,4 16,5 7,0 12,1 

VIII 

Y1 14,6 12,3 12,3 3,1 8,1 17,2 11,5 15,8 

Y2 14,0 12,4 12,1 3,3 8,2 17,5 11,4 15,4 

Y3 13,1 12,8 12,0 2,2 8 17,8 11,2 16,5 

IX 

Y1 12,7 12,8 3,6 2,3 17,4 12,3 14,7 16,5 

Y2 12,1 12,9 3,5 2,8 17,2 12,1 15,2 17,2 

Y3 11,8 12,0 3,0 3,1 17,0 12,0 16,0 17,5 

X 

Y1 15,4 11,4 2,4 2,6 15,3 3,2 12,3 12,8 

Y2 16,5 11,5 2,8 2,5 15,8 3,1 12,4 12,3 

Y3 16,5 11,9 2,9 2,8 15,9 3,3 12,8 12,1 

ХI 

Y1 17,2 18,3 3,2 17,4 14,5 2,2 12,8 2,8 

Y2 17,5 18,4 3,1 17,2 15,9 2,3 12,9 3,2 

Y3 17,8 18,0 3,3 17,0 15,2 2,8 12 3,1 
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 Значе- 

ния 

Y1, 2, 3 

Номер опыта 

1 2 3 4 5 6 7 8 

ХII 

Y1 12,3 17,5 2,2 15,3 14,6 3,1 11,4 3,3 

Y2 12,1 17,1 2,3 15,8 14,0 2,6 11,5 2,2 

Y3 12,0 17,0 2,8 15,9 13,1 2,5 11,9 2,3 

ХIII 

Y1 11,5 12,3 3,1 14,5 12,7 17,4 14,3 2,8 

Y2 11,4 12,5 2,6 15,9 12,1 17,2 14,5 3,1 

Y3 11,2 12,4 2,5 15,2 11,8 17,0 14,0 2,6 

ХIV 

Y1 14,7 3,2 1,8 14,6 15,4 15,3 7,8 2,5 

Y2 15,2 3,1 1,9 14,0 16,5 15,8 7,9 3,2 

Y3 16,0 3,3 2,2 13,1 16,5 15,9 7,8 3,1 

ХV 

Y1 12,3 2,2 11,5 12,7 17,2 14,5 11,5 3,3 

Y2 12,4 2,3 11,4 12,1 17,5 15,9 11,4 2,2 

Y3 12,8 2,8 11,2 11,8 17,8 15,2 11,2 2,3 

ХVI 

Y1 12,8 3,1 14,7 15,4 12,3 14,6 14,7 2,8 

Y2 12,9 2,6 15,2 16,5 12,1 14,0 15,2 3,1 

Y3 12 2,5 16,0 16,5 12,0 13,1 16,0 2,6 

ХVII 

Y1 11,4 3,2 12,3 17,2 3,2 12,7 12,3 2,5 

Y2 11,5 3,1 12,4 17,5 3,1 12,1 12,4 3,2 

Y3 11,9 3,3 12,8 17,8 3,3 11,8 12,8 3,1 

ХVIII 

Y1 18,3 2,2 12,8 12,3 2,2 15,4 12,8 3,3 

Y2 18,4 2,3 12,9 12,1 2,3 16,5 12,9 2,2 

Y3 18,0 2,8 12 12,0 2,8 16,5 12 2,3 

ХIX 

Y1 17,5 3,1 11,4 11,4 3,1 17,2 11,4 2,8 

Y2 17,1 2,6 11,5 11,5 2,6 17,5 11,5 3,1 

Y3 17,0 2,5 11,9 11,0 2,5 17,8 11,9 2,6 

ХX 

Y1 12,3 2,9 8,5 10,8 3,2 12,3 8,9 2,5 

Y2 12,5 3,2 8,6 10,5 2,5 12,1 7,4 2,5 

Y3 12,4 3,3 8,2 10,4 2,8 12,0 7,2 2,1 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  

 

Значения критерия Фишера 

f2
*
 

Число степеней свободы 

1 2 3 4 5 6 

1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 

2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 

3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 

12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 

13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 

30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 

40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 

50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 

100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,30 2,19 

∞ 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 

 

*f2 — число степеней свободы для меньшей дисперсии 
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для уровня значимости α = 0,05 

f1 для большей дисперсии 

8 12 16 24 50 100 ∞ 

238,9 243,9 246,5 249,0 251,8 253,3 254,0 

19,37 19,41 19,43 19,45 19,47 19,49 19,50 

8,84 8,74 8,69 8,64 8,58 8,56 8,53 

6,04 5,91 5,84 5,77 5,70 5,66 5,63 

4,82 4,68 4,60 4,53 4,44 4,40 4,36 

4,15 4,00 3,92 3,84 3,75 3,71 3,67 

3,73 3,57 3,49 3,41 3,32 3,28 3,23 

3,44 3,28 3,20 3,12 3,03 2,98 2,93 

3,23 3,07 2,98 2,90 2,80 2,76 2,71 

3,07 2,91 2,82 2,74 2,64 2,59 2,54 

2,95 2,79 2,70 2,61 2,50 2,45 2,40 

2,85 2,69 2,60 2,50 2,40 2,35 2,30 

2,77 2,60 2,51 2,42 2,32 2,26 2,21 

2,70 2,53 2,44 2,35 2,24 2,19 2,13 

2,64 2,48 2,39 2,29 2,18 2,12 2,07 

2,59 2,42 2,33 2,24 2,13 2,07 2,01 

2,45 2,28 2,28 2,08 1,96 1,90 1,84 

2,27 2,09 1,99 1,89 1,76 1,69 1,62 

2,18 2,00 1,90 1,79 1,66 1,59 1,51 

2,13 1,95 1,85 1,74 1,60 1,52 1,44 

2,03 1,85 1,75 1,63 1,48 1,39 1,28 

1,94 1,75 1,64 1,52 1,35 1,24 1,00 
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